グラフの曲面への埋め込みについて by 小舘 崇子
1931グラフの曲面への埋め込みについて
グラフの曲面への埋め込みについて
小 舘 崇 子
(Received December 22, 2011)
1　はじめに
本稿は，グラフの向きづけ可能な閉曲面への埋め込みについて，小林一章本学名誉教授
との共同研究によって，これまでに得られた結果をまとめたものである．
平面グラフにおける「標準形」とは，グラフを平面に辺同士を交差させずに描くことが
できる描き方と考えることができるが，非平面グラフにおける「標準形」とは何か，これ
まではっきりとした定義がない．
非平面グラフの表現方法としてこれまで提案されたのは，本表現 3)や蕾表現 7)などであ
り，グラフの辺が交差しないようにシートに埋め込んだときに必要なシート数を見ること
により区別するものである．しかし，本表現や蕾表現では同じシート数となる複数の異な
る埋め込みが存在する．
そこで，我々は，非平面グラフを曲面上に「極小に埋め込む」方法を見つけ，これが非
平面グラフの閉曲面への埋め込みの標準形と成り得ることを示したい．以後，特に断らな
い限り，グラフGとは非平面グラフを意味することとする．
1.1　定義と表記
グラフGとは，頂点集合V(G)＝ {v1, v2, …, vn} と辺集合E(G)で構成される．ある辺の両
端点はV(G)の要素である．
代表的なグラフとして，完全グラフKn（n個の頂点があり，ある頂点から他のすべての頂
点への辺があるグラフ），二部グラフKm, n（頂点は，m個の部分集合とn個の部分集合に
分けられ，部分集合内には辺がないグラフ），超立方体グラフQn（2n個の頂点を持つ正則
グラフ）などがある．
種数gの曲面とは，球面にg個のハンドルをつけることによって得られる曲面のことで
ある．球面は，g＝0であり，g＝1である曲
面をトーラスと呼ぶ．種数gの曲面には，g
本のメリディアンとg本のロンジチュードが
存在する（図1を参照のこと）．
グラフGの種数γ (G)とは，グラフを辺が交
差しないように埋め込むことのできる曲面の
最小種数gのことである．Gが非平面グラフ
であれば，γ (G)≧1である．
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図1　向きづけ可能な種数3の閉曲面と
そのロンジチュード l1, l2, l3とメリ
ディアンm1, m2, m3
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完全グラフKnの種数は，
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一般に，あるグラフGのγ(G)である曲面への埋め込み方法は唯一つではない．そこで，
これらの埋め込みを，以下で定義するω(G)の値によって区別したい．ω(G)が最小値であ
るような埋め込みをこのグラフの「標準形」と定義することとする．
定義1 種数γ(G)であるグラフGにおいて，Fγ (G)をγ(G)であるS3のHeegaard曲面，{li, 
mi} (i＝1, 2, ..., γ(G))をFγ (G)のロンジチュード-メリディアンシステムとする．
f  : G→Fγ (G)⊂S3をGのFγ (G)への埋め込みとするとき，ω(G)を次のように定義
する．
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ただし，{li, mi}と f  (G)は f  (G)の頂点でのみ交差するものとし，{li, mi}と 
E( f  (G))での交差は許可しないものとする．
(γ(G), ω(G))を満たす f  : G→Fγ (G)をGの極小埋め込みと呼ぶ．我々の目的は，ω(G)が最
小になるような埋め込みとそのときのω(G)の値を求めることである．
例1 完全グラフK5を一般にトーラスに埋め込む2通りの例を図2で示す．両方とも種
数1のトーラスに埋め込まれているが，ω(K5)の値で区別することが可能である．
2　ω(G)の下界と上界
すべてのグラフGにおけるω(G)の下界は，generalized vertex skewness (gvsk(G)) を使うこ
とによって与えられる 4)．ここで，gvsk(G)とは，γ(G′)≦γ(G)－1を満たすGの部分グラフ
G′を得るために除去する頂点の最小数である．
定理1 （小林 4)）
種数γ(G)であるグラフGにおいて， f  : G→Fγ (G)⊂S3が最小埋め込みであると
き，
ω(G)≧2γ(G)・gvsk(G)
である．
証明 gvsk(G)の定義より，| f  (G)∩ li|≧gvsk(G)かつ | f  (G)∩mi|≧gvsk(G) (1≦ i≦γ(G))
図2　完全グラフK5のトーラスへの2つの異なるω(K5)を持つ埋め込みの例。メリディアンとロ
ンジチュードを点線で示す。左がω(K5)＝2となる極小埋め込みとなっている。
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である．
上界はグラフの種類によって異なるため，実際に埋め込み方法を与えることによって得る．
3　超立方体グラフの極小埋め込み
n次元超立方体グラフQnとは，2n個の頂点を持つ正則グラフである．正則グラフである
ので，すべての頂点の次数は等しく，nである．各頂点の番号には，nビット列b1b2 ... bn 
for bi＝0 or 1 (i＝1, 2, ... n)を用いる．頂点b1b2 ... bj ... bnからの辺はn本あり，ハミング距離
が1（1ビットだけ異なるビット列）である頂点b1b2 ... bj′ ... bn (bj≠bj′, j＝1, 2, ... , n)と結ば
れている．
n次元超立方体グラフの最小埋め込みとその時のω(Qn)の値は次の定理で示される．Qn
の種数は，γ(Qn)＝ (n－4)2n－3＋1 (n≧2)である 2)．gvsk (Qn)については，n＝4のとき3，
それ以外は4である．よって定理1より下界は，
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である．しかし，n＝4のときもω(Q4)＝6は不可能であることを示した 5)．よってω(Qn)
≧8γ(Qn)となる．上界ω(Qn)≦8γ(Qn)は，実際に埋め込むことによって示す．Qn＋1の埋め
込みは，Qnの埋め込み2つにハンドルを2n－2本加えることにより実現できる（図3）．各
ハンドル上に4本の辺が埋め込まれる．
以上のことから次の定理を得る．
定理2 任意のn次元超立方体グラフQn (n≧4)において，
ω(Qn)＝8γ(Qn)
である．
次の例2で示すように，ω(Qn)の値で同じ曲面への埋め込みを区別することができる．
例2 Q4はトーラスへ埋め込むことができる．図4の異なる埋め込みは，本表現では，
どちらも3シートで実現できる．メリディアンとロンジチュードは点線で示され
ている．ω(Q4)の値は左が8，右が10である．左が極小埋め込みである．
図3　Q4のトーラスへの埋め込みは、球に埋め込んだQ3を2つ用意し、ハンドルを2つ加えて
トーラスを作る。
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4　完全二部グラフの極小埋め込み
ここで扱うのは完全二部グラフKm, nのみとする．完全二部グラフKm, nとは，頂点集合V
＝V1∪V2, |V1|＝m, |V2|＝n, を持つグラフG＝ (V, E)で，|V|＝m＋n, |E|＝mnであり，V1
の任意の頂点とV2の全ての頂点の間に辺が存在する二部グラフである．K2, nは平面グラフ
であるので，m≧3, n≧3とする．完全二部グラフKm, nの種数は， 
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である 9)．
下界を得るために，gvsk(Km, n)を求める．
補題1 完全二部グラフKm, n (m≧3, n≧3)において，
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である．
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であるので， n≧6であれば， γ(Km, n) と γ(Km＋1, n) の差が1以上になり， gvsk(Km＋1, n) 
＝1である．よって，n＝3, 4, 5 で，γ(Km, n)＝γ(Km＋1, n) となる場合について考え
る．
 ・n＝3のとき，
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＝ ＝   であるので，m＝4x－1, 
4x, 4x＋1 (x＝1, 2, ...) のとき，γ(Km＋1, 3)＝γ(Km, 3)となる．しかし，γ(Km＋1, 2)＝0
であるので，gvsk(Km, 3)＝1となる．
 ・n＝4のとき，
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(x＝1, 2, ...) のとき，γ(Km＋1, 4)＝γ(Km, 4) となる．そこで，γ(Km＋1, 3) を見る．
図4　Q4のトーラスへの異なる埋め込み
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γ(Km＋1, 4)＝x, γ(Km＋1, 3)＝
 
  2
x  
 である．ここで，x＝    2
x   を満たすのはx＝1のときのみであり，それ以外は差
が1以上になるため，gvsk(Km＋1, 4)＝1となる．x＝1のとき，つまりm＋1＝4の
とき，gvsk(K4, 4)＝2である．
 ・n＝5のとき，
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 であるので，m＝4x＋1 (x＝1, 2, ...) のとき，γ(Km＋1, 5)＝γ(Km, 5)となる．しかし，
γ(K4x＋2, 5)＝3x, γ(K4x＋2, 4)＝2xであるので，γ(Km＋1, 5)＝1となる．
補題1と定理1より次の定理を得る．
定理3　完全二部グラフKm, n (m≧3, n≧3) において，
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小さなKm, nの具体的な値は下表のようになる．
n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ...
ω(K3, n) 2 2 2 2 4 4 4 4 6 6 6 6 8 8 8 8 10 10
ω(K4, n) 2 4 4 4 6 6 8 8 10 10 12 12 14 14 16 16 18 18
ω(K5, n) 2 4 6 6 8 10 12 12 14 16 18 18 20 22 24 24 26 28
ω(K6, n) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36
ω(K7, n) 4 6 8 10 14 16 18 20 24 26 28 30 34 36 38 40 44 46
表1　ω(Km, n)の下界
次に上界を求める．実際に埋め込み，ω(Km, n)の値を計算することによって上界を得る
が，このときに次の定理を利用する．
定理4 (Battle, Harary, Kodama, Youngs1)) グラフGにおいて，G＝G1∪G2かつG1∩G2＝
p∈V(G)であるとき，
γ(G)＝γ(G1)＋γ(G2)
この定理を完全二部グラフKm, nに適用すると次の定理が得られる．
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定理5
γ(Kp＋q－2, n)＝γ(Kp, n)＋γ(Kq, n)
γ(Kp＋q－2, n) は，曲面に埋め込まれたKp, nとKq, nを1つのハンドルでつなげて，Kp＋q－2, n
を構成することによって得られる．この時の操作を我々は♢オペレーションと名づけた．
4.1　♢オペレーション
完全二部グラフKp＋q－2, nは次の式で与えられる♢オペレーションによって，Kp, nとKq, n
より構成される 6)．
定理6 
Kp, n♢Kq, n→Kp＋q－2, n
2つのグラフがそれぞれ埋め込まれた曲面に1つのハンドルを追加し，1つの曲面にす
る．ハンドルを1つ追加しても種数は上がらない．よって新しい曲面の種数は，つなぎ合
わせる曲面の種数の和となる．
埋め込まれたKp, nとKq, nからKp＋q－2, nを得るには，追加するハンドルの両端の点（図5の
黒い頂点）を除去し，右の曲面上のn点（図5の白い頂点）を左の対応するn点に重ね合
わせればよい．追加したハンドル上を (q－1)n本の辺が通るが，交差したりねじれること
はない．図の黒い頂点2点が除去されるため，白い頂点の次数は (p－1)＋ (q－1)＝p＋q
－2となる．また，除去される2点はそれぞれのグラフのp個とq個の部分集合に属してい
るので，新しいグラフはp＋q－2頂点とn頂点の完全二部グラフとなる．
Km, nの埋め込みを得るには，まず最初に，K6, n－1♢K6, 3→K6, nを用いてK6, nの埋め込み
を得る．次に，Km－4, n♢K6, n→Km, nを用いればよい．ただし，K3, 3, K3, 4, K3, 5, K3, 6, K4, 4, K4, 5, 
K5, 5の埋め込みを最初に得ておく必要がある．
K3, 3, K3, 4, K3, 5はK3, 6と種数が同じであるから，K3, 6から頂点を除去することにより得られ
る．K3, 6のトーラスへの埋め込みは例3で示す．K4, 4のトーラスへの埋め込みは図7で示
す．K4, 5は同じ種数2のK4, 6(←K3, 6♢K3, 6)から1点を除去すればよい．K5, 5は同じ種数3の
K5, 6(←K4, 6♢K3, 6)から1点を除去すればよい．
図5　点線部分にハンドルをつけて、2つのグラフKp, nとKq, nからKp＋q－2, nを構成する♢オペレー
ション
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例3 図6にK3, 6♢K3, 6→K4, 6の例を示す．2つのK3, 6はそれぞれトーラスに埋め込まれて
いる．それらに中央のハンドルを追加し，♢オペレーションを施して，K4, 6を得る
ことができる．新しいハンドル上には12本の辺が通っているが，このハンドルを
加えても種数は上がらずγ(K4, 6)＝2である．
♢オペレーションは種数を上げることはないので，ω(Km, n)に影響を与えない．よって，
この埋め込みを用いて次の上界を得る．
命題1　完全二部グラフKm, nにおいて，
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4.2　基準となる極小埋め込み
♢オペレーションを行う際，基準とな
る埋め込みK3, 3, K3, 4, K3, 5, K3, 6, K4, 4, K4, 5, 
K5, 5の極小埋め込みを考える．
K3, 6の埋め込みは実際にトーラスに埋
め込むことにより実現させ，K3, 5, K3, 4, 
K3, 3はK3, 6の埋め込みから1点ずつ除い
ていくことにより実現させる．同時に極
小埋め込みになるように，ロンジチュー
ドおよびメリディアンを取る（図8および図9）．
K4, 4は図7で示す埋め込みも可能だが，極小埋め込みとはならないため，図10の埋め込
みを選択する．ω(K4, 4)＝4となる．
K4, 5の極小埋め込みは，種数2の曲面への埋め込みとなる．K4, 4にハンドルを1つ加えて
実現する．この新しいハンドルのロンジチュードとメリディアンはそれぞれ1であるの
で，ω(K4, 5)＝6となる．
注1 ♢オペレーションを用いれば，K4, 5はK3, 6♢K3, 6→K4, 6から1点除去することによ
り実現できる．これはγ(K4, 6)＝γ(K4, 5)＝2であるからである．しかし，この方法
でK4, 5の埋め込みを実現すると極小埋め込みにならない．
図6　K3, 6♢K3, 6→K4, 6
図7　K4, 4の埋め込み
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K5, 5の埋め込みは，♢オペレーションを用いるとω(K5, 5)≦12となってしまうため，極
小埋め込みとはならない．そこで，K4, 5に1点とハンドルを加えて実現する．ただし図10
の埋め込みからは，極小埋め込みが得られないため，別の埋め込みを用いる．
これらを基に♢オペレーションを施し，残りのグラフの極小埋め込みを得る．命題1と
ω(K3, 3)＝ω(K3, 4)＝2, ω(K3, 5)＝ω(K3, 6)＝4, ω(K4, 4)＝4, ω(K4, 5)＝6, ω(K5, 5)＝10から帰納的
にKm, nの上界を得ると表2のようになる．
図8　K3, 5, K3, 6のトーラスへの埋め込み。太い点線がメリディアンとロンジチュードを表す。ω
(K3, 5)＝ω(K3, 6)＝4となる。
図9　K3, 3, K3, 4のトーラスへの埋め込み。太い点線がメリディアンとロンジチュードを表す。ω
(K3, 3)＝ω(K3, 4)＝2となる。
図10　K4, 4とK4, 5の極小埋め込み。K4, 5のロンジチュードとメリディアンは、1つ目はK4, 4のもの
と同じ、図の点線は2つ目のものである。
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表2　ω(Km, n)の上界
n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ...
ω(K3, n) 2 2 4 4 8 8 10 10 12 12 14 14 16 16 18 18 20 20
ω(K4, n) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36
ω(K5, n) 4 6 10 12 16 18 22 24 28 30 34 36 40 42 46 48 52 54
ω(K6, n) 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72
ω(K7, n) 8 10 16 20 28 30 36 40 48 50 56 60 68 70 76 80 88 90
4.3　下界の改良
前節の上界と定理3の下界を比べると一致するものもあるが，差が大きい場合も多い．
そこで，完全二部グラフの性質から下界を改良する．グラフを曲面に埋め込んだとき，曲
面上のグラフの閉領域が閉円板に同相であることを self-attachmentではないと呼ぶことに
する．
定理7 f  : G→Fγ (G)を埋め込みとし， f  (G)によって分割されたFγ (G)の各閉領域が self-
attachmentでなければ
ω(G)≧4γ(G)
である．
証明 埋め込まれた領域のひとつが self-attachmentであれば，その領域に入るときに通
過する頂点と出るときに通過する頂点を同じにするメリディアンやロンジチュー
ドが存在する．この場合，それぞれ1となる．しかし，Fγ (G)のすべての閉領域が
self-attachmentでなければ，その領域を通過するメリディアンもしくはロンジ
チュードはその領域を構成する頂点の一つから入り，別の頂点から出ていくこと
になる．よって，それぞれ2点と交差することになるため，合計で4となる．種
数が1増える度にω(G)の値は4増えることになる．
完全二部グラフK3, nにおいて，n≡1, 2 mod 4の場合は self-attachmentが存在せずすべて
図11　K5, 5の極小埋め込み。ω(K5, 5)＝10となる。
1940 小 舘 崇 子
4辺形の領域であるが，n≡0, 3 mod 4の場合は self-attachmentが存在する．このことより，
次のω(K3, n)の下界を得る．
命題2 完全二部グラフK3, nにおいて，



3,
3,
3,
4 ( ) 2 0, 3 mod4
( )
4 ( ) 1, 2 mod4
n
n
n
γ K n
ω K
γ K n
－ ≡
≧
≡
 
次に，オイラーの公式を用いて，閉領域の数を調べる．完全二部グラフの各閉領域の長
さは4以上である．すべての閉領域が4辺形であるならば，その埋め込みには self-attach-
mentが存在しない．
オイラーの公式 |V(G)|－ |E(G)|＋ |R(G)|＝2－2γ(G)に各値を代入すると，
|V(Km, n)|＝m＋n, |E(Km, n)|＝mn, γ(Km, n)＝
 
  
( 2)( 2)
4
m n－ －   であるから，|R(Km, n)|＝2－ (m
＋n)＋mn－2
 
  
( 2)( 2)
4
m n－ －   となる．
一方，Km, nの領域は，4辺形以上かつ長さが偶数のものしか存在しない．長さkの領域
をRkとすると， ∑
4
( 4, 6, ...)
m n
i
i
R R i
＋
＝
＝ ＝   である．
また，各k辺形の個数にkを掛けたものは，辺の総数の2倍（辺は2つの領域で数えられ
るため）であるため，∑
4
( 4, 6, ...)2
m n
i
i
i mR in
＋
＝
＝ ＝   を満たす．
補題2 Km, 6の埋め込みのすべての閉領域は4辺形である．
証明 オイラーの公式と辺と領域の関係式に値を代入すると，|R|＝2－ (m＋6)＋6m－
2(m－2)＝3mかつ4|R4|＋6|R6|＋ ...＝12mとなる．これらの式を満たすのは |R4|
＝3mのみである．もし6辺形以上の領域Rkがあれば，4(3m－1)＋k＝12m－4
＋kとなり，k＞4に矛盾する結果となる．
命題3 完全二部グラフKm, 6において，
ω(Km, 6)≧4γ(Km, 6)
同様にKm, 4について調べる．
補題3 mが偶数の場合，Km, 4の埋め込みのすべての閉領域は4辺形である．
証明 オイラーの公式と辺と領域の関係式に値を代入すると，|R|＝2－ (m＋4)＋4m－
2    
2( 2)
4
m－   かつ4|R4|＋6|R6|＋ ...＝8mとなる．m＝2lとすると，|R|＝4lとな
り，4|R4|＋6|R6|＋ ...＝16lとなる．補題2と同様，これらの式を満たすのは |R4|＝
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4lのみである．m＝2l＋1とすると，|R|＝4l＋1となり，4|R4|＋6|R6|＋ ...＝16l
＋8となるので，4辺形以外の領域が存在することがわかる．ただし，この領域
が self-attachmentであるかどうかの判断はこれだけではできない．
注2 mが奇数の場合，m＝2l＋1とすると，|R|＝4l＋1となり，4|R4|＋6|R6|＋ ...＝16l
＋8となるので，4辺形以外の領域が存在することがわかる．ただし，この領域
が self-attachmentであるかどうかの判断はこれだけではできない．
命題4 完全二部グラフK2l, 4において，
ω(K2l, 4)≧4γ(K2l, 4)
すべてのKm, nの埋め込みにおいて，領域すべてが4辺形であるのは，
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   


( 2)( 2)
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となる場合である．これを解くと，
 
  
2( )
4 2( )
4
mn m n
mn m n
－ ＋
＝ － ＋  
となる．これを満たすm, nの場合，ω(Km, n)≧4γ(Km, n)である．
ここで，Km, nとKm, n＋1の関係を見る．Km, n＋1がKm, nと同じ種数の曲面に埋め込めるの
であれば，ωの値も同じかそれ以上になる．しかし，種数が異なれば，self-attachmentが
あり，self-attachmentの領域にロンジチュードとメリディアンを通すことができればωは
種数の差の2倍増えることになる．このことより，次の命題を得る．
命題5 Km, nとKm, n＋1において，



, 1 , , 1 ,
, 1 , , 1 , , 1 ,
( ) ( ) ( ) )
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以上のことから下界を見直し，表3を得る．
n 3  4  5  6  7  8  9 10 11 12 ...
ω(K3, n) 2  2  4  4  8  8 10 10 12 12
ω(K4, n) 2  4 4 ～6  8 8 ～10 12 12 ～14 16 16 ～18 20
ω(K5, n) 4 4 ～6 6 ～10 12 14 ～16 16 ～18 18 ～22 24 20 ～28 22 ～30
ω(K6, n) 4  8 12 16 20 24 28 32 36 40
ω(K7, n) 8 10 12 ～16 20 24 ～28 26 ～30 28 ～36 40 34 ～48 36 ～50
表3　ω(Km, n)の取りうる値
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5　今後の課題
超立方体グラフと完全二部グラフにおいて，ω(G)の値が最小になる曲面への極小埋め
込みを決定した．n次元超立方体グラフにおいては，ω(Qn)＝8γ(Qn)であるが，完全二部
グラフKm, nにおいては，n＝3, n＝6＋4i, (i＝1, 2, ...)の場合は，上界と下界が一致し，極
小埋め込みが一意に決定したがそれ以外については上界と下界に幅がある．今後の課題の
一つとしてこれらの場合における極小埋め込みを決定することが挙げられる．
曲面に埋め込んだときに，循環 (rotation) や回路 (circuit) を調べ，スキームを調べること
により，self-attachmentの性質を見極めることも今後の課題である．
また，他のグラフ，特に完全グラフKnなどについて極小埋め込みを決定する問題も残
されている．
参考文献
 1) J. Battle and F. Harary and Y. Kodama and J. W. T. Youngs: Additivity of the genus of a graph. Bull. Amer. 
Math. Soc. 68 (1962) 565–568
 2) Beineke, L. W., Harary, F.: e genus of the n-cube. Canadian Journal of Mathematics. 17 (1965) 494–496
 3) Kobayashi, K.: Standard spatial graph. Hokkaido Math. J. 23 (1992) 117–140
 4) 小林一章：Planar graphの正則射影図に関する諸性質のnon-planar graphへの拡張について．In 
HAKONE SEMINAR 22 (2006) 3–18
 5) Kobayashi, K. and Kodate, T.: Minimal Embedding of Hypercubic Graphs on Surface. China-Japan Joint 
Conference on Computational Geometry, Graphs and Applications (CGGA2010), Lecture Notes in Com-
puter Science, Springer (to appear).
 6) Mohar, B. and omassen, C.: Graphs on Surfaces. Johns Hopkins University Press (2001)
 7) Otsuki, T.: Knots and links in certain cpatial complete graphs. J. Combin. eory Ser. B. 68 (1996) 23–35
 8) Ringel, G.: Über drei kombinatorische Probleme am n-dimensionalen Würfel und Würfelgitter. Abh. 
Math. Sem. Univ. Hamburg. 20 (1955) 10–19
 9) Ringel, G.: Map Color eorem. Springer-Verlag (1974)
キーワード
非平面グラフ，超立方体グラフ，二部グラフ，埋め込み，種数
Abstract
In this paper, we propose a minimal embedding of a non-planar graph on a surface as a “standard” embed-
ding.  Although there are many dierent embeddings for a graph, there is no way of classifying them.  erefore, 
by dening the value ω(G) for all non-planar graph G, and the minimal embedding of G, we obtained the value 
of ω(Qn) for n-dimensional hypercubic graphs and that of ω(Km, n) for complete bipartite graphs.  We present 
our results regarding these values.
概要
本稿では，非平面グラフの曲面への極小埋め込みを＂標準的な＂埋め込みとして提案するものであ
る．ひとつのグラフの埋め込みは複数存在し，それらを区別する方法がない．そこで，我々は非平面
グラフGについて，ω(G)という値と極小埋め込みを定義した．超立方体グラフQnと完全二部グラフ
Km, nにおいてその値を求めた．これらの値について，これまでに得た結果をここに紹介する．
